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In questo seminario, vengono esposti alcuni risultati di rego- 
larità per insiemi che minimizzano il perimetro con vincolo di volume. 
Tali risultati sono contenuti nei lavori [2], [5] e [8]. 

Problemi di minimo per funzionale "tipo perimetro" con vincolo 
di volume compaiono nello studio di alcuni fenomeni di capillarità, come, 
ad esempio, la determinazione della configurazione di equilibrio di una 
massa di liquido dentro un contenitore o di una goccia appoggiata o pen- 
dente da un piano o da un rubinetto, oppure lo studio di una massa di 
fluido ruotante (modelli di nuclei atomici pesanti o modelli di galas- 
sie), ecc.. 

Per arrivare ad una formulazione precisa del problema, diamo 
alcune definizioni. 

Sia 2 un aperto di R" ed EC R" un insieme misurabile. Chiame- 


remo perimetro di E in 2 la quantità: 


; 1 

| |Dgp| = sup { [ div g dx; gEC (a,R"), |gl < 1} 

lo) 
o) E 

e diremo che E ha perimetro finito in 2 se [ [Dgr] <+ 0, 

E' facile da verificare che un ifsieme E ha perimetro finito 
in 9 se e solo se le derivate nel senso delle distribuzioni della funzio 
ne caratteristica di E, che indicheremo con D.dE sono delle misure di 
Radon con variazione totale finita in 9. Inoltre la variazione totale in 
9 della misura vettoriale Dr = (D, dk» Dodpr e ++ Dade) è proprio il peri- 
metro di E in 9. 

Se per l'insieme E valgono le formule di Gauss-Green (ad esem- 


pio se 9E € ch), allora: 


fdivgax= f g- vdH., 
E 9E i 


x 2 


(v normale esterna a 9E); quindi | Dgr] coincide con la misura della 


frontiera di E elementarmente definita. 


Il perimetro è semicontinuo inferiormente rispetto alla conver 
genza LI (2); cioè se {E,} è una successione di insiemi con $- + @_ in 
1 oc h E, E 


Loc l8)» allora: 


f [D9L] < lim inf | |D6, | 
2 hh 2 h 

Inoltre vale il seguente Teorema di compattezza. Se 9' CC aq, 
Ac = c(2') > 0 tale che 


[ 


Da lgc Yh 
(91 


h 


allora la successione CA } contiene una sottosuccessione convergente in 
1 h 

Li ocl®). 

Supponiamo ora che l'aperto Q sia limitato e che la sua frontie 

ra sia lipschitziana. Indichiamo con P in boreliano di 992 e con a un nume 


ro in (0,|9|]). Il problema che studieremo è il seguente: 


* I(F) = |Dd_| + lò- - |] di _, + min 
È F k F iù, n-1 


nella classe 
E. = {F1€ 9, |F|'=a} 
a 
Nell'integrale su 92, con dF abbiamo indicato la traccia di F 


su 99; traccia che esiste in quanto F ha perimetro finito in 9 e per qua 


si ogni x € 92 (rispetto alla misura Hg risulta: 


IF NB] 
Li Se FELICI] 
p+o o) 


X=*3, 


Per ragioni tecniche, in questi tipi di problemi si preferisce 
mettere la condizione richiesta al bordo come penalizzazione nel funzio- 
nale (se dF # dr su 99) piuttosto che richiedere che in bi valga df = dr 
su 99, perché in generale la traccia non è conservata dalla convergenza 
a garantita dal Teorema di compattezza. 

Che il funzionale I abbia minimo in A è una conseguenza imme- 
diata del Teorema di compattezza, della semicontinuità del perimetro e 
del fatto che se B è una sfera con 2 CC B ed M un insieme di perimetro 


finito in B - 2 con dy = dp SU 99, allora, posto: 


si ha: 


KF) = f 1Dap.l - f \Dgyl » 
B d B-Q n 

Infatti sia Fi E Ea una successione minimizzante, cioè tale che 
I(F,) + ms jo I(F), allora | |Dgp. | < cost e quindi, per il Teorema di 
compattezza, posso supporre, a meno di passare a una sottosuccessione 


pei È ERA TRE 
che dpi > dp. în Liocl8) - Risulta E € E, e, dalla semicontinuità del pe- 


eri, I(E) < lim inf I(Fh) =m; > I(E)=m. 
Lo studio della regolarità di un minimo E del problema conside- 


rato è invece molto più difficile. Un primo passo consiste nella dimostra 


zione della seguente proprietà di regolarità debole. 


Teorema 1. Se E minimizza il funzionale I nella classe E, allo 


ra esiste r > 0 e due sfere Bj» Ba di raggio r tali che: 


0 
0 


|B, n E] 
(8, - El 


" 


Pas dig ani » 
o 


% 


britti vuo Da 


od .° 


do 


(B, esterna ad E e B, interna). 


2 
La dimostrazione di questo Teorema consiste nel provare che se 
per una sfera Br Ca, JEAN Brl è piccolo rispetto a R, allora esiste 


p € (0,R) tale che E na8, =) 


© 


Allora oEN B; = #, oppure E minimizza il perimetro in Bo con 
vincolo di volume e dato 0, allora, per la proprietà isopermietrica del- 
la sfera, E è una sfera contenuta in Bp- In ogni caso esiste una sfera B 
con |E nB,| = 0. 


1 


La sfera interna si ottiene ragionando nello stesso modo sullo 
insieme £ - E, che minimizza ancora un funzionale del tipo considerato 


con dato 1 - ò, su 92 e vincolo di volume |a] - a. 


Per illustrare la tecnica di dimostrazione del Teorema 1, con- 


SETA ; riato fd : Pnp 
sideriamo il seguente esempio in R°, 9 e T siano come in figura, 


X=5, 


dove si suppone che le due sfere che formano T abbiano raggio 1 e disti- 
no 2d. 

Consideriamo, per semplificare il calcolo, il problema di mini 
mizzare il funzionale I senza porre vincolo di volume. 


Se d è piccolo la soluzione è indicata in figura 


La superficie laterale dell'insieme E è un pezzo di catenoide. 
Se d è grande però la soluzione del problema non può essere connessa e si 
vede facilmente allora che deve essere E = 9. Infatti supponiamo che E 


sia come in figura. 


man A, DE 


(che la soluzione sia un insieme di rotazione attorno all'asse z è una 


conseguenza della simmetria del dato T). Indichiamo con 


f(t) = |F Az = $}| 


d 
Ta fr f(t)dt 


Indicata con A la superficie laterale di E, risulta dalla pro- 


prietà di minimo di E che 


A & f(d) + f(-d) = 2rr 


Allora dalla proprietà isoperimetrica: 


v/3 < elA+ #(4) + F(-d)) < 4cm 


ne 4 ; _ i 
dove c indica la costante isoperimetrica in R°. 


A di 2 2 d ; 3v 
Mat ora t, E GF 3 d),5, E (- 3 d, - 3) tali che f(t,) < dd 
f(s,) << * chiamando v, il volume tra se tu: sempre per la proprietà 


isoperimetrica della sfera e la minimalità di E si ottiene 


i K 2c(f(t,) + f(t,)) < 4c Mq (4c)1+3/2 Ta 3? ossia 
i (ac)3/2+(3/2)° _(3/2)î 37/2 
1 q3/2 


Ora dividendo l'intervallo (s,» t,) in 6 parti uguali è possibi 


I 
le scegliere (S); to) come in figura tali che: 


Vi 3 Vi 2 
fit) St <a (t, - 5,259) 
6 
3°, 
f(s,) < i 


Allora indicando con Vo il volume tra S, e to si ha: 


1+3/2+(3/2)? (3/2) 


ql 43/2 


(4c) 32+3/2 


ossia 


< 4c 3 


2% 
a $ 


3/2+(3/2)°+(3/2)? (3/2) ,2+3/2+(3/2)° 


K (4c) 


13/2+(3/2)° 


AT 


Procedendo ora in questa maniera si ottengono due successioni 


37 kt che convergono allo stesso limite verificante le relazioni 


Supponendo d è 1 si ottiene 


3 9 j 

(40) n 3°. (3/2) 

vi S TORE 
d 

(de) 13° 


ne segue che se WIE 


1 
SF 


j 
Ly(3/2) e quindi 


al j 
Ft) Ca {1y(312) 


Ì d'2 ri 


jt+® 


Analogamente per sj» ne segue che posto LA i] limite comune di 


Ss. @ t, Misulta fi(t_) = 0. 
J J (0) 


X- 8. 


Se si considera il problema con vincolo di volume, non si può 
più usare la diseguaglianza da cui siamo partiti A £ f(d) + f(-d). La di 


seguaglianza che vale in questo caso è 


Mo 2/3 
4, 
3 


A < f(d) + f(-d) + 4r( 


dove l'ultimo termine è il perimetro della sfera di volume v (supporto 
che tale sfera possa essere inserita tra i due piani di distanza 2d). 

Usando questa nuova diseguaglianza i calcoli fatti in preceden 
za si possono rifare con qualche piccola modifica e ottenere lo stesso 
risultato. 

Dal Teorema di regolarità debole, si ottiene poi un risultato 
di regolarità più forte, analogo a quello ottenuto da De Giorgi-Federer 
per il problema senza vincolo. Infatti supponiamo che E minimizzi il fun 
zionale I con vincolo di volume e sia Sa una sfera contenuta in £ con 
1B, MIE < [By NE] = |B, . Sia F un insieme con F A E = (F-E) U(E-F)CEB.. 
Supponiamo che |F N BL < IE NEI 


3 


\GicE 


Muovendo la sfera Bo possiamo ottenere una nuova sfera B, tale 


3 
che 
= - (9) = 

B, la) B, Y) |(B3 E) WEI |El 
Posto F' = (B, - E) UF, dalla proprietà di minimo di E si ha: 
[ IDgp| < [ Dgr. | e quindi 

Q a 
fo togli + ( Ibegl< f 1Dogl+ (1-62) din, 
B B B 9B 

p 3 p 3 
D'altra parte per la sfera vale la seguente proprietà: 

ACB 


J fg i J Dogl ++ | dg di 
dba Ba 3 


nel nostro caso con A = B, - E, si ottiene: 


n n n 
Î IO8gl - [| DP0pl <F Bg El epano 
p (o) 


La stessa diseguaglianza si ottiene in maniera analoga nel ca- 
so che |F Ms] > |F Bol Ne segue che 
E,B.) = su 9] D - J D9_| ; e = gl de 
NE) = ut] Dig «Llnagla cruenta 
p p 


AOL 


La funzione v(E,B)» che indica quanto il perimetro di E in a 
è lontano dal minimo valore possibile, è ben nota nella teoria degli in- 
siemi di perimetro finito. Il suo comportamento in p determina la regola- 
rità della frontiera. In particolare vale il seguente 


Teorema 2. Se VW E d, v(E,B) < cost. ita allora esiste 


un sottinsieme aperto di 9E, che indicheremo con 9*E, che è una varietà 
(n-1)-dimensionale di classe cs; inoltre H_(9E - IE) =0 Vs> n-8. 
(Vedere per esempio [3], [4], [6], [7]). 

In particolare se n € 7, 9E - 9*E= 9. 

Scrivendo poi 9*E localmente come grafico di una funzione e u- 
sando la teoria dei moltiplicatori di Lagrange per il caso non-parametri 
co, si prova con un metodo standard che 9*E è una varietà (n-1) dimensio 
nale analitica con curvatura media costante. 


Se n > 8, 9E - 9*E può essere diverso dal vuoto, come si veri- 


fica ad esempio per il cono di Simon: 
4 4 2 2 
Cata ya, |a <ly[} 


C ha perimetro minimo in ogni sfera B, e 0 €9E - d*E (vedi [1]). 

Il Teorema 1 può essere usato anche per dimostrare per il pro- 
blema con vincolo di volume un teorema tipo "moltiplicatore di Lagrange". 

Una sua formulazione per il funzionale I vicina a quella classi 
ca può essere enunciata nella seguente maniera. 

Gli insiemi che minimizzano I nella classe E, sono punti di mi- 


nimo per il funzionale 
g,(F) = I(F) + A(IFI - 0) 


per qualche valore di A, senza vincolo di volume? 


X-11. 


La risposta è affermativa se si aggiunge la condizione che gli 
insiemi della famiglia E, siano sottografici di funzioni definite in un 
aperto di A In generale invece la risposta è negativa. 

Consideriamo ad esempio il caso in cui 9 sia un cerchio di rag- 
gio 1 in Ri, =I,a=1, Ogni cerchio di area 5 contenuto in 2 è un mi 


2 
nimo per I in E > mentre se LA è una sfera di raggio p contenuta in 9 


NI 


T 2 1 
9,(8,) = 1(B_) + x(]B.] -3) = m(2, + Ap - 3)) 


(E' chiaro che i minimi di J, se T = 9, vanno ricercati tra le sfere in 


9). 


L'andamento della funzione J,(8,) è il seguente 


V<o0 


E quindi i minimi per J, sono dati o dall'insieme vuoto o da tutto 9. 


Vale però il seguente Teorema 


Teorema 3. Se E minimizza il funzionale I nella classe È, allo 


Pa A> 0 tale che E minimizza i] funzionale: 


dv 
J,(F) = MEJ AJ] - al 


| senza vincolo di volume. 
Li Basta provare che esiste X > 0 tale che ogni minimo del funzio 
nale d, ha misura a. Infatti se indichiamo con E, un minimo di I, e se 


IE, l = a, allora I(E) = I(E,) e quindi Fo: 
d i J 
Nu > xl = I(E,) = I(E) = J, (E) 
Osserviamo innanzi tutto che X> 0 
v v 
I, (E) < J, (E) = INE), 


e quindi 


|Dg- | < ICE) 
I E, 


ajjE,l - al < ICE) 


Mora lim |E,|=0- 


\++ 
D'altra parte è da notare che il raggio r del Teorema 1 dipen- 


xl 


de da E tramite il perimetro di E e le quantità |E| e |9 - |E|. In al- 
tre parole per ogni insieme E che minimizza il funzionale I con vincolo 


di volume e verifica 
ogagelgb< 9» f Ivogl <c 
Q 


le sfere Bj e Bo del Teorema 1 si possono scegliere con lo stesso raggio 
r (dipendente solo da a, bi ©), 
Esiste pertanto do? tale che VA > do? E, ed Q- E, contengo 


no rispettivamente due sfere di raggio r indipendente da A. 


X=19. 


Supponiamo ora che per X > x IE, l <a’. 
Ragionando come si è fatto per provare la regolarità, sia B3 
una sfera di raggio-r con |B3 - E. | > 0 e IE, U (B., - EI <a. 


Posto F' = E, U (B 


3 
x“ E) risulta: 


v : »v 
so Vi a ] espe [ LU 
28, X BA 


+ Mo -(JE,l + [B3 - E 1)) - Ma - IE, l 
e ricordando la proprietà già usata della sfera 


Se pra _ I n 
de I (E) < (di |B, - E, | <0 


se À > - + Questo contrasta con la proprietà di minimo di E, In modo ana 


logo si ragiona se fosse JE, | > a . Pertanto se 


n 
X > max Do i î El Sai AR 
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